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жение энергоемкости системы, интенсификация и упрощение очистки 
стоков при требуемой глубине очистки перед сбросом в водоем или 
подготовки воды для повторного использования. Кроме того, при ис-
ключении медленных фильтров значительно сокращаются площади 
под очистные сооружения, при применении напорных фильтров дос-
тигается определенное предотвращение загрязнения не только водной, 
но и воздушной среды, что позволяет улучшить экологическую обста-
новку в регионе. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ТА АЛГОРИТМ РОЗРАХУНКУ 
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ІЗ ЗАМКНУТИМ ПОВІТРЯНИМ ПРОШАРКОМ 

 

Розроблено математичну модель і наведено приклад розрахунку процесу теплопе-
редачі через огороджувальну конструкцію із замкнутим повітряним прошарком. Аналі-
зується характер зміни опору теплопередачі  прошарку. 
 

Повітряний прошарок в огороджувальній конструкції будинку є 
найпоширенішим прийомом зменшення втрат теплоти. При цьому 
ступінь впливу на втрати теплоти залежить від конструктивних харак-
теристик повітряного прошарку. Розробка математичної моделі дасть 
можливість теоретично оптимізувати конструктивні характеристики 
повітряного прошарку. 

В класичних роботах по будівельній теплофізиці [1, 2] відсутні 
достатньо обґрунтовані рекомендації для визначення оптимальних 
конструктивних характеристик повітряного прошарку. Для замкнутих 
повітряних прошарків є дані [1, 2] щодо визначення опору теплопере-
дачі залежно від товщини повітряного прошарку. Ці дані одержані на 
основі експериментальних досліджень.  

Розроблена в [3, 4] математична модель базується на спрощеній 
передумові, що кількість теплоти, яка надходить до замкнутого повіт-
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ряного прошарку з боку приміщення, дорівнює кількості теплоти, яка 
відходить від повітряного прошарку до зовнішнього повітря. Така 
спрощуюча передумова констатує, що робота, яка виконується за ра-
хунок переміщення повітря в замкнутому повітряному прошарку, до-
рівнює нулю, тобто цією роботою знехтували. В дійсності, в першому 
наближенні, таку спрощуючу передумову можна прийняти, оскільки 
робота, порівняно з кількістю підведеної до прошарку теплоти і відве-
деної від прошарку, досить незначна. Але в цьому випадку, тобто при 
прийнятій спрощуючій передумові, досить складно визначити оптима-
льні конструктивні характеристики повітряного прошарку (оптималь-
ну висоту і товщину замкнутого повітряного прошарку, й інші конс-
труктивні характеристики).  

Мета роботи – розробити математичну модель процесу теплопе-
редачі через огороджувальну конструкцію із замкнутим повітряним 
прошарком, яка б враховувала  роботу по переміщенню повітря в про-
шарку і дала можливість визначити оптимальні конструктивні харак-
теристики повітряного прошарку. 

В роботах [3, 4] розглядався стаціонарний процес теплопередачі 
через огороджувальну конструкцію і приймалася спрощуюча переду-
мова, що кількість тепла, яка приходить до повітряного прошарку до-
рівнює кількості тепла, яка відходить.  

Згідно з першим законом термодинаміки, кількість теплоти, яка 
надходить до повітряного прошарку, точніше до 1 м3 повітря, в повіт-
ряному прошарку витрачається на роботу по переміщенню повітря в 
замкнутому повітряному прошарку, плюс кількість теплоти, яка відво-
диться від кожного кубометра повітря в повітряному прошарку. Тобто 
можна записати рівняння 

1 2q l q= + ,                                                (1) 

де 1q   –   кількість  теплоти,  що  надходить до  повітря  в  повітряному  

прошарку, Дж/м3; l  –  робота по переміщенню повітря в повітряному 

прошарку,  Дж/м3; 2q   –   кількість  теплоти,   яка відводиться від  по-

вітря  в повітряному  прошарку, Дж/м3. 
Розділимо праву і ліву частини рівняння (1) на проміжок часу 

=τ 1 с, одержимо 

1 2q ql= +
τ τ τ

                                        (2) 

або 

1 2/V Vq l qτ= + ,                                   (3) 



 Научно-технический сборник №86

 

 190

де 1Vq  – теплова потужність, яка надходить до повітря в повітряному 

прошарку, віднесена до 1 м3 повітря в цьому прошарку (тепловий по-

тік), Вт/м3;  
l

τ
 – теплова потужність, яка витрачається на переміщення  

1 м3 повітря в повітряному прошарку (тепловий потік), Вт/м3; 2Vq  – 

теплова потужність, яку втрачає повітря в повітряному прошарку, від-
несена до 1 м3 (тепловий потік),   Вт/м3. 

Щоб встановити співвідношення між тепловою потужністю від-
несеною до  1 м3 повітря в повітряному прошарку і тепловою потужні-
стю, яка надходить до повітря з 1 м2 поверхні повітряного прошарку, 
розглянемо наступні вирази. 

Відомо, що                                

1
1V

Q
q

V
= ,                                         (4) 

де 1Q  – кількість теплоти, що надходить за 1 с до повітря в повітряно-

му прошарку, Вт; V – об’єм повітряного прошарку, 1V h= ⋅ ⋅δ , м3. 
З іншого боку, 

                             2
1

1м

Q
q

F
= ,                                        (5) 

де F  – площа поверхні 1 повітряного прошарку, 1F h= ⋅ , м2 (рису-
нок).  

Визначимо з рівнянь (4) і (5) значення 1Q . З рівняння (4):  

1 1 1 1V VQ q V q h= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅δ .                                   (6) 

З рівняння (5): 

2 21 1 1
1

м м
Q q F q h= ⋅ = ⋅ ⋅ .                                     (7) 

Порівняємо праві частини рівнянь (6) і (7), одержимо: 
 

21 1
1 1V м

q h q h⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅δ ,                                            (8) 

або 

21
1

м
V

q
q =

δ
.                                             (9) 

У рівнянні (8) h  і δ – відповідно висота і товщина повітряного 
прошарку,  м. 

З урахуванням виразу (9) рівняння (3) можна переписати у вигля-
ді:  
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2 21 2м м
q ql= +
δ τ δ

 ,                                    (10) 

де  21м
q  –  тепловий потік, що надходить до повітря з 1 м2 поверхні 1 

повітряного прошарку, Вт/м2;  22м
q  –  тепловий потік, що надходить 

від повітря в повітряного прошарку до поверхні 2, Вт/м2. 
 

δ1δ 2δ

l

υ

 
Схема огороджувальної конструкції із замкненим повітряним прошарком:  

1-1, 2-2 – відповідно поверхня 1 та 2 повітряного прошарку; 
вt – температура внутріш-

нього повітря; 
зt – температура зовнішнього повітря; 

в зt t> ;  1 2,t t – температура пове-

рхні 1 та 2 повітряного прошарку; h – висота прошарку; 1 2, ,δ δ δ – відповідно товщини 

повітряного прошарку та товщини огороджуючих стінок; υ  – швидкість руху повітря в 
прошарку. 

 
Теплові потоки 21м

q  і 22м
q  можна виразити через параметри за 

допомогою рівнянь: 

2 1 11
( )k cpм

q t t= −α ,                                  (11) 

2 2 22
( )k cpм

q t t= −α .                                 (12) 
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В цих рівняннях 1kα  і 2kα  – відповідно коефіцієнти теплообміну 

біля поверхні 1 та 2 повітряного прошарку, 
2 0

Вт

м С⋅
 ;  1 2,t t  – темпера-

тура поверхні 1 та поверхні 2, 0С; cpt  – середня температура повітря в 

повітряному прошарку, 0С. 
З урахуванням рівнянь (11) і (12) рівняння (10), що характеризує 

перший закон термодинаміки, можна записати у вигляді:     

1 1 2 2( ) ( )k cp k cpt t t tl− −
= +

α α
δ τ δ

.                               (13) 

Робота по переміщенню повітря в повітряному прошарку дорів-
нює втратам тиску:  

22

2Т ср

екв

h
l

d

 
= + 
 

∑
υλ ξ ρ ,                                  (14) 

де Тλ  – коефіцієнт тертя, залежить від режиму руху повітря й шорст-

кості поверхні; h  – висота повітряного прошарку, м; еквd  – еквівален-

тний діаметр повітряного прошарку, 

4 1
2

2 1
2

еквd

 ⋅ 
 =
 + 
 

δ

δ
 ,  м;  ∑ξ  – су-

ма коефіцієнтів місцевих опорів, у нашому випадку, відповідно до ри-
сунку, місцевими опорами є чотири повороти повітря на 900; υ  – шви-

дкість переміщення повітря в повітряному прошарку, м/с; срρ  – густи-

на повітря при середній температурі повітря в повітряному прошарку. 
Проаналізуємо розмірність правої і лівої частин рівняння (14). Лі-

ва частина має розмірність 
3

Дж

м
 
 
 

, права – [ ]Па . 

2 3 3

Н Н×м Дж
Па= = =

м м м
. 

Рівність правої і лівої частини рівняння (14) співпадає. 
Враховуючи, що =τ 1 с, а також  рівняння (14), запишемо рів-

няння (13) у вигляді: 
2

1 1 2 2( ) ( )2

2
k cp k cp

Т ср

екв

t t t th

d

− − 
= + + 
 

∑
α αυλ ξ ρ

δ δ
.               (15) 
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Рівняння (15) характеризує втрати тиску за 1 с 
Па

с
 
 
 

 у повітря-

ному прошарку за рахунок різниці конвективних теплових потоків у 
поверхнях 1 і 2. Щоб визначити втрати тиску за допомогою рівняння 
(15), необхідно, перш за все, визначити температури 1 2,t t  і cpt . Для 

визначення цих температур розглянемо тепловий баланс поверхні 1 
повітряного прошарку, поверхні 2 і загальний тепловий баланс огоро-
джувальної конструкції. 

Тепловий баланс першої поверхні характеризується рівнянням 

11 1 1 2( ) ( ) ( )в в k ср лk t t t t t t− = − + −α α .                       (16) 

Тепловий баланс другої поверхні –  

22 2 1 2( ) ( ) ( )н н k ср лk t t t t t t− = − + −α α ,                     (17) 

де ,в нk k  – відповідно коефіцієнт теплопередачі від повітря в примі-

щенні до поверхні 1-1 і від поверхні 2-2 до зовнішнього повітря. Їх  
можна визначити за допомогою  формул: 

1

1

1
1в

в

k =
+ δ

α λ

,       
2

2

1
1н

н

k =
+ δ

α λ

       
2 0

Вт

м С⋅
. 

У цих формулах ,в нα α  – відповідно коефіцієнти теплообміну бі-

ля внутрішньої  та зовнішньої поверхонь огороджуючої конструкції, 

2 0

Вт

м С⋅
; 1 2,δ δ  – товщини шарів  огородження,  м (рисунок); 1 2,λ λ  – 

розрахункові коефіцієнти теплопровідності матеріалу шарів, 
2 0

Вт

м С⋅
;  

У рівняннях (16) і (17) 
л

α  – це коефіцієнт променевого теплооб-

міну, який можна визначити за залежністю 
4 4

1 2
0

1 2

273 273
100 100пр

л

t t
с

t t

 + +   ⋅ −    
     =

−

ε
α , 

де 0c  – коефіцієнт випромінювання абсолютно чорного тіла,  

0с =
2 4

Вт
5,77

м град
; npε – приведений ступінь чорноти. 
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Рівняння, яке характеризує загальний тепловий баланс огороджу-
вальної конструкції, можна одержати, якщо в рівняння (15) підставити 
значення виразів  

1 1 1 1 2( ) ( ) ( )k cp в в лt t k t t t t− = − − −α α , 

і 

2 2 2 1 2( ) ( ) ( )k cp н з лt t k t t t t− = − − −α α , 

визначених відповідно до рівнянь (16) і (17). 
Після підстановки одержимо:  

2
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )2

2
в в л н з л

Т ср

екв

k t t t t k t t t th

d

 − − − −− = + + − 
 

∑
α αυλ ξ ρ

δ δ δ δ
. 

Після скорочення маємо рівняння, яке характеризує загальний те-
пловий баланс огороджувальної конструкції: 

 

2
1 2( ) ( )2

2
в в н з

Т ср

екв

k t t k t th

d

 − −
= + + 
 

∑
υλ ξ ρ

δ δ
.                      (18) 

Рівняння (15)-(18) складають систему рівнянь, тобто математичну 
модель процесу теплопередачі через огороджувальну конструкцію із 
замкнутим повітряним прошарком. Ця математична модель має ви-
гляд: 

 

2
1 1 2 2

1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

2
1 2

( ) ( )2
,

2

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( )2
.

2

k cp k cp
Т ср

екв

в в k cp л

н з k ср л

в в н з
Т ср

екв

t t t th

d

k t t t t t t

k t t t t t t

k t t k t th

d

 − − 
= + +  
 

 − = − + −
 − = − + −
  − − = + +   

∑

∑

α αυλ ξ ρ
δ δ

α α
α α

υλ ξ ρ
δ δ

           (19) 

Математична модель характеризує стаціонарний процес теплопе-
редачі у випадку, коли зміна внутрішньої енергії повітря в повітряному 
прошарку дорівнює нулю, тобто середня температура повітря в повіт-
ряному прошарку не змінюється. Проаналізуємо розроблену матема-
тичну модель. Якщо прийняти спрощуючу передумову, що робота по 
переміщенню повітря дорівнює нулю, то система рівнянь (19) транс-
формується в більш спрощену систему рівнянь: 



Коммунальное хозяйство городов 

 

 195

 

1 2

1

2

1 2

1 1 1 2

2 1 1 2

( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

k cp k cp

в в k ср л

н н k ср л

t t t t

k t t t t t t

k t t t t t t

 − = −
 − = − + −
 − = − + −

α α
α α
α α

                           (20) 

Ця система складається з рівнянь теплового балансу повітря в 
прошарку та рівнянь теплового балансу поверхні 1 і поверхні 2, і має 
три невідомих параметра 1,срt t  і 2t . 

Очевидно, вирішення математичної моделі (19) слід розпочинати 
з вирішення системи рівнянь (20), щоб зорієнтуватися, в якому діапа-
зоні знаходиться середня температура повітря, а також температура на 
поверхні 1 і на поверхні 2 в повітряному прошарку. Для вирішення 
системи рівнянь (20) з першого рівняння системи визначимо середню 
температуру повітря в повітряному прошарку 

1 2

1 2

1 2k k

cp
k k

t t
t

+
=

+
α α

α α
 

і підставимо це значення в два інших рівняння. Одержимо два рівнян-
ня з двома невідомими 1t  і 2t . Вирішити таку систему рівнянь можна 

методом ітерації або графоаналітичним методом. 
Як приклад був виконаний розрахунок процесу теплопередачі че-

рез огороджувальну конструкцію, яка розглядалась у роботах [3, 4]. Ця 
конструкція складається з цегляної кладки з повітряним прошарком, 
товщина цегляної кладки з боку зовнішнього повітря – 120 мм, а з боку 
приміщення – 250 мм,  коефіцієнт теплопровідності цегляної кладки 

становить =λ 0,77
2 0

Вт

м С⋅
. Товщина прошарку вп =δ 3 см = 0,03 м. 

Коефіцієнти теплообміну біля внутрішньої та зовнішньої поверхонь 

огороджувальної конструкції відповідно дорівнюють в =α 8,7
2 0

Вт

м С⋅
, 

н =α 23
2 0

Вт

м С⋅
.  Коефіцієнт теплопередачі від повітря в приміщенні 

до поверхні 1-1, становить вk = 2,275
2 0

Вт

м С⋅
,  коефіцієнт  від поверхні 

2-2 до зовнішнього повітря – нk = 5,017
2 0

Вт

м С⋅
. Загальний коефіцієнт 

теплопередачі з урахуванням опору повітряного прошарку, який орієн- 
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товно прийнятий . .в пR = 0,13 
2 0м С

Вт

⋅
 дорівнює 0k = 1,3

2 0

Вт

м С⋅
.  

Температура зовнішнього повітря становить нt = − 23 0С, внутрі-

шнього, тобто температура в приміщенні  вt = 18 0С. 

 У результаті розрахунку математичної моделі (20), за допомогою 
програми Mathcad,   визначена середня температура повітря в прошар-
ку, а також температури  1t  і 2t . Одержано такі дані: середня темпера-

тура повітря в повітряному прошарку cpt =− 8,31 0С; температура на 

поверхні 1 1t =− 3,254 0С; температура на поверхні 2 2t = − 13,364 0С. 

У цьому випадку також визначений променевий тепловий потік у 

повітряному прошарку, який становить 2 1 21
( )пр

лм
q t t= − =α

2

Вт
37,66

м
, 

конвективний 2

1,3
1 1 11
( ) 1,3( ) 1к

k cp cpм
q t t t t= − = − =α

2

Вт
0,688

м
, а також за-

гальний тепловий потік 2 2 21 1 1

пр к

м м м
q q q= + =

2

Вт
48,348

м
. Опір теплопе-

редачі повітряного прошарку відрізняється від даних, наведених в [1, 

2] ( .в пR = 0,16
2 0м С

Вт

⋅
 і .в пR = 0,175

2 0м С

Вт

⋅
) і становить 

.в пR = 0,209
2 0м С

Вт

⋅
.  

Таким чином, результати розрахунку свідчать, що розроблена ма-
тематична модель дає можливість визначити опір теплопередачі  пові-
тряного прошарку залежно від конструктивних характеристик цього 
прошарку і при різних температурах зовнішнього повітря, а також 
проаналізувати процес теплопередачі через огороджувальну конструк-
цію. 
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