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���, �����	
����� 	�
�
��	
��������� ����
����� ���������.  

��������
������ ����� 15���1�� ��
��� 	������ ���	����

������ ����� ���!��� ��� � �������� ���������, ��� � 	���� 	
����-

"����#�� ���
"�� 	
� ���	�
���
�� 300, 450 � 565 °$.  

%
������ ��
�� �	���������� �&���# ���� &�
�� � ��
��
���-

��� ���	�
���! ��
�����! ��&. 
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..$.3�1'�)4, �-
 ����. ����, 0.0.51%46(/(, ����. ����. ����,  

4.0,,0$/
�	
�����	� �	����	���	� 	�	����� ��
������� �������	

����� ����	�
� ��
����� ���� � ��������

4������
������� ����������� 	
�������� � ���
�!���� ���
�"����, 
����&��-
��� ���	�
�������#�� ��	����� ����� � �� �����
����! 	
� ��!����� �
�����
�-

����� � ������#�� ���
�&��. -���� ���� ���,  �� 
�&
�������� ����
��� 	����-

�������#����� ���	�
������� ����� 	
������#�� ��	��
��������� �� ��
�����#��!
	������� ��& ��������� ��������� 	
��&�������. 1 ����� �������! ��
����
 ���
�-

"����, 	
���������� �	���� � ������� 	
�������� � ��

����
����� ��&����-

��!. %
����"���! ����� ��	����! &������ 	������� 1�
��� [1]. 

4�&�������#�� ���������7� 	
�������� ! ���
7! �������"����, �� 
���7&���#

���	�
�������#�7 ��	
�������� ����������� �����
���7! 	
� �78 ��
���� ����� 7 �
�-

����� �������"��#. -������� �7�&�� ���, �� 
�&
�����7 ����
���� 	���7�������7 ���-
	�
�����7� ��"��# ���� &���������� ��&	���
���#� �� ���7���#���� ��!��� ��� ��&

&�	���� ��������� ��
��������. � ������ �� ����������7 �������"����, 	
�	�����#��

�	����� �� ������� ��������� 7 ��
������#��� &���"��#. ��	
�	�������! ����� ��-
	
������# &�������! 	������� 1�
�8�� [1]. 

We consider the methodology of the device and loading, a pilot test of shell structures 
under the action of short-and long-term loads. Emphasized that the algorithms developed se-

quence of experiments can be applied directly to the construction site without stopping the 

main production. Given the nature of the load tracking, proposed methods for calculating and 
correcting the above perturbations. The proposed test method has been patented in Ukraine [1]. 

������� ���	: "���&��������� 	����, ������ �&��
���� � ���
�"����, ����
-

�� ��	�����, ���	�
�������#�� ������������. 
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$�&����� � ����
������������ �����
����!, ������������ �
��-

�� ��&�	������� � ����"����� ������������ � ��&������ ������-

���, � ������	����� � 
�	
�&�����������#� 	
�������� 
�� ����

������!, 	
���	
������� ������������# 	
�������� ����
�� ��	-

����! [2, 3]. . 	��#&� ���&������ ��"�� 	
������ � 
�� �
���� �
��-

������. (�	
���
, ������������# � ��� �	������� ��	
���������

����
����� ���� �����, ��������
�&����# �	����&���� �����
��-

����� 	�
����
��, ��� ����! � �� ������! �	�
����, � ���"� ��&-

�������� 	���! 	�
�������! � ���
�&��, ����� ���� ������� ���-

�������� �����
�, ������������# 	
�������� �� ���������� � ��
-


������� �����
������ ����������
�� �������� ����� ������!  �

������ �
����. *�� �� �����, � ��� ��
��� �&������, ����
�� ���	�-


����� 	
���������� ����! ���#�� ��
���������! � �
�������!

	
�����. -�����, ��#��
������ ���� ������������� � ���� ����
���
-

�� ��	����! ��� ���
��� ������ ������
������ ���� ������� ��

������, ���� ���� �. . ���&� �� ���&����, 	
������������ 	�
-

�	������� 
�&����� ������� ����
�� ���	�
�������, �� � � ����

�����	��� 4��� 2���
�� – ����� ��������, � ���� ��� �����, ���#

�������� �
�����. 

. ��������! 
����� ��� ���	�
�������#���� ������������ ���-

�������� �����
����! � ���� 	��� � (���) ����� �� 	
����������

���! �����, ��	��#&����! �	�����#��� ���
�!���� ��� ����
����

���
�"���� �� ��
�����#��� �
�����
������� � ������#�� ��!��-

������� ���
�&���� [1]. $��# ��� �������� � ����������. (� ����-

��!, ��� 	
�����, ��
���! 	���
������ �����
����� ��&������ ������#

(�����!�) &������! �������
���� ��� ���. 2�� ����� ��	��#&�����

	������ 	����� ����� ������ ��	� ��� ������
 	
��&���#��! ��
-

� � ��& ����. .���
� �������! ����������� ���
������� 	�����. 

.��� � ������� 	������� � ��������� 	� ������ �
���	
������. 1
�-

���# ��� � ������� 
�����
����� �������� ���� &�	�
�� ���	����

� ������������ � 	���&������ �� ����!��, &��
�	�����! �� ����! �&

��
���� 	�����!. %������� ��&��"�� �������
� ������#���� &�� �-

��� 	�������� ��� 9=1 �/�
3
. -���������� �� �����
������� ���-

��������� ���
�!���� �����
�����. *��, �� 
��.1 �&��
�"��� �	����-

��� ��� ���
�!���� ��� ����
���� ��	����� �� ��
�����#�� ��-

�
�&�� 	��� � ����� �� 	��
��! � 	�
��
��!, �� 
��.2 – ��� �
��-

���#��� 	
������. 1��
�!���� ����
"�� ���������� ����������� ���-

��
����� 1, ������������� �� �	�
� 2, ����
�� ��"�� �����#��  �-

��#� �����
�����, ���, ��&������ 
�&�
���
, ������������ 	�

�����
� ���
�"����! ������� 3, 	��������� 4 � ��������� 5 	��
��-

��, ������	
��������� 	����� 6. .���
� 
�&�
���
� ����� ��# 
��-
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	���"�� ������	
�������� 	����"�� ��� (	�����) 7, 
�&��-

������ ��� �� �&���
������ � �!��, &�	������� ����! 8. /�	��#-

&������ 	����� ��� ���
��&������ ����������� ���,  �� ��� ����� 
��

	
��������� 	�
�� �
����� ����
������. .  ��������, ��� ���������#��

�������� �� ��������#, � ���"� ��������# 
���� 	� �������, ������� -

����#, ��&��"����# ���
�� 	�����
�� ���������, ����"����#, ���-

��� ���
� ��������#, 	
������ 	
������ �! 
�&����
�&�� ��
� ���

�&������ � ���. *����� ���!������ �������� ������ �
���� �����

����
���, ��	
���
: 	���������, 	���	
�	����, ��	���. 

4��.1 – .�� ��������� � 	���� 4��. 2 –�
�����#��� 	
������ ���������

'
��� 	�
� ������� ���������� �����
����� ������� �������#

	
������ ������� �� � �������! �&��
����. %
�������! �����& 	�-

��&��,  �� ���#��� ������
� ����� 
�&��
 ��
�����#�� �����
��-

��! � &�� ����#��� ��������# 	
�������� ����
�� ��	����!, 	
�-

��	
������� 	
�������� �������! ���&����
�� � ���#� 	��� ����

��&��"�� ����� 	���� ����� � 	�������� �����
�����. -�
������

���� ����� ��	��
��������� � 	
������ ���	�
������ � 	���� ���

&���
����� 	�&������ �� ���#�� ������# ��
����
������ ����
����!

�����
�����, �� � �����
����������# ����� �� 
�� ���. (� �����

����
���� ��������, �� ��� �&����, �������� ���"� ��&��"����#

��:�������� ������ ���
�"���� � �&��
����. . ���&� � ���� 
������-


�� ����������� ������ 	
������. 

(� 
��.3 	
���������� ��
����
��� ����� 
�&
��������! ���� ��-

������&�
������! 	�������� ��� �� �����������! (0$(/) ���

����
�� ������ ��	����! �����
����! [4]. . �� ����� 	�
����
��, 

����
� �
������� ���������# 	
� ��	������, 	
���� �
���� ��-

�
�"���� � ���� �� 	�
�������!. $��	��� ���
�"���� ���������-

������, ��	
���
, 	� �
���� ��� � �������. .��� �� 	�
�������!

� 
�&�� ��  ����� �����
����� �����
����� 	�
�� ��� 	
���
�-
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&��������� (%%) � 	�
������� �� 
�����
�
����� ������� �&��
�-

���#���� ���	�����. . 	
������ 
�&
������ ������ ��� �&�������-

� %% 	�
�������� � ���� ���������� ��� ���� � ���������� ����-

���� ����� ����� �&��
����. -�� ���� ��� ������ ����� 	
�������-


 ��	� 6%0-, � ���"� ����� � ����, ����
� 	�
�� ��	������ ��-

��
����� � 	�
������� ��	�. 

. 	
������ ��	����� &������� ������� �&��
����#���� ���-

	����� 	�
����� ������ �� ������ ��� ���� ��� ����� %%, 	
� ��, 

������
���� � �� ���� ���#���� 	
���"���� �
����� (3,5  ) � � &�-

������ �
������� ����
������ (5 ���). . �� ����� 
�����
�
��-

���� ���
�!���� 	
����� �&��
����#��� ������� $//*-2, 	
�������-

������ ��&��"����# ������
������ �&��
���� �������� ��� ���� �

	
���
�&����� �� 
�&��#��� � ���
���! ���. %�������� &�� ����#��

����
��� 	
����� ���
�, ��
������ � 	�
��� � ����
�����. 

. ��������� �
��� ���&����
� ����� ������ $//*-3 (100 ��-

�����) � $//*-2 (1000 �������) �������� �������� ����������

�
������� ��� 
������ &��� �������! ���&����
�� �������
� �����

�� �� ������, ��� ������ ����"����#, �� ����# �&��
���!, �����#-

��� ����
���� 
�&��
 � ���������#�� ��&��� ��������#. 

2�� 
����
���� ��
����� ��&��"�����! � �&��
����#��-

����
��������! ������� ��	� $//* 	����� ����� 	�
�����#���

;.� � ��������������� 	
������� 	
��
����� ����	� �����. .

�� ����� 	��������� ��	��#&���� ���	���� "%-4*", 
�&
�������! �

��
#������� ��
������ ����� �����
������ � ���	��
�����! ���

�	�������! 	�������� 0$(/. "%-4*" ����� 	
����� �	������&�-


������� ��&� �����, 
�&�������� �  ��
�� ��!��� 	
����� ���-

��	�. 4�&��#��� ��
������ 	
������������ � ����� ��! � �
��� �-

���! ��
���. "%-4*" 
����&���� � ���� ���	����� 	
��
���, ����-

 �����: 

•  	
��
���� 	��������� ���	�
������, ����	� ������� "�
�-

"�������!" ���� ������� �����, ���
������ ������� ��������-

�� 	�����&�� � "	����
�", ����������� ����� ����� ���� ��
����-


����� %%, ����
����� � �.�., � ���"� �������
�
������ ���� ���-

������� �&��
����#�� �������; 

•  	
��
���� ���
� 	���&���!, ����	� ������� 	
���
�� 
���-

���	��������� �&��
����#�� ������ � %%, �	�
������� 	
��������-

��� 
�&��#����� ���	�
������ � ��
�� ������ � �
������, ���
 	���-

&���! � "
� ���" (	� �������� �	�
���
�) ��� �������� ����� (	�

��!��
�) 
�"����; 

•  	
��
���� ��
������ 	���&���! %%, 
����&����� �
�������-

�� ����� ����� ��! � �
�		���! ��
������ ���&����
� ����! ��-
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��
�����. 4�&��#��� ��
������ ����
����! � ��	
�"���! ��	
���-

"������ �������� �� �������
�����. -�� �		
������
����� 
�&�� -

��� ��������: ����!��� �	
���� ����
��
������, 	����� �����

����
��
������, �"���� � �&����� (	���
� ����! ������), ���� ��-

����!��� �	
���� ����
��
������ � �.�. %
� ���� ��"��� �& ������!

����������
����� ����! ���� �������� ������ �������� � ��"��

	
������#�� ��� 	
����&�
������ ����
����!, ��	
�"���! � �
���-

 ����� ���
�&��. %� 
�&��#����� ��
������ 	���&���! ����- � ������-


����� ���&�
�&���� (	
���- � 
��������#��) ������� ��� 	�
����-


 	������� ��	
�"������ ���������; 

•  	
��
���� 	
����������� 
�&��#����� ��
������ ���	�
����-

���, ����	� ������� ��
��
������ �������� �� ���, ����
"�����

����
��� � ����� ��! � �
��� ����! ��
���, ��� ����
� ��"��

��# ���

����
���� 	� "������ 	��#&�������. 

$�
����
��� ����� 0$(/ 	
�������
����� �	
�������� ���&�

�� &�������� �&�� � ������! ���������, 	���&���� �� 
��.3 ����-

������#��� ����� ������ �&��
����#���� ���	����� ������&�
�����

�� 
��.4. 

4��.3 – $�
����
��� ����� 0$(/

4��.4 – ����������#��� ����� �&��
����#����

���	�����

4����� ���	����� �������������� ��������� ��
�&��. $�����

�� ��� ���� ����!�� 	�
�������! 	����	��� �� ���� ������ ���-

����������� 
���!���� 	�
���� ���� (,24%), 
�����! ����
�

�	
������ ���� 
��	
�������� (,4). ����� ���
� ������� – ��
��-



������������ 	������� �������

455

�!,  �� 	�&������ �	
������# ��� ��� � &������! 	�����������#��-

���. 

(���
 ���
������

�&��
����#���� ������

(/') &������� ���� ��-

������ �� �����, 	�-

���	����� � ���� �&��-


���� (,�) �� %;.�

(
��.5)  �
�& ����
��!�

/'. . ������������ �

���� ����� �
������-

���� �	
�������� ���-

��� ����
� ,24% � ����
� ��� ���. ;�� ������ �� ����� �&��
����

(,/) 	����	��� �� ,4 � ����� �� ��
���! ,24%, ����	� ���� 	��-

��� ���� ��
������ ��� ��� � �&��
����#�� ������.  

/�	��#� ����� �& ;.� ���� ����
� ������ �����
������ ����-

���� �������� &�	���� ,/. %� ����� ������� &�	�������� ��
�����

�&��
����#��� ����� � �� ������� 	
����� �&��
����. 

���������
����� 	
�������� 	
��
���� ����	� ����� �����-

 ����� 	����
���� 	
������� �&��
����,  �� 	�&������ �	
����# &�-

������ �
�		� ��� ���� � 	��� ��# � 	����� ;.� ��������������!

������ �����. *���� ��
�&��, 	
���������� �&��
����#��� �������

�� ���#�� 	
����������� 	��#&������� �����! ��
��� 	
� ���
� �

��
������ ����������! ����
�����, �� � �������� ������� &�����

�	
�������! ��������&�
������! ������ ��	����! ��
�����#��

�����
����!. )� ���	�������� ������������� ���! �� �������!

�
����# �����������! � 	�
�"���� ���������� 	����� 	
� �&� �-

��� ���#��� ������. 

4������
���! ����� ����	� ����� 
����&���� ��������� ��-

�
�"����, 
�&�
�&��, 	����
�� ������, ������#�� &��
�"���!, ��

���"� ��	������ �
����&���� ������#��� ���� (	���� ��������� 	�
�-

��
����),  �� ���� ��&��"����# ������
������ ������
� �� � ��-

������
� �� �
�������
�� &��
�"���! �����
����� (	��������

���
�&��  �
�& 	
���� � �	������ 	� ���! 	������).  

;�� � �
���� ��� ���
�"���� ��"�� �������
����# � 	����#�

�	������! ��� ���������. *��, �� 
��.6 	���&�� ����! ��� �������-

��, � �� 
��.7 – ������
�����! 
�&�
���
 ��� ��&����� 
��	
������-

��! 	� ���! 	������ 	�
��
��� 
��	
��������! ���
�&��. 

(� 
��.8 	����"�� ��� ���������� ����� ��
�&��,  ���

�������
����# 	�������� ���
�&��. '
��� ����, ������ ���������

	�&������  ��&�����# ���
�&��,  �
����  ����
�!  �
�����
���� 	��  

4��.5 
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���� ����� � ���
���� 	�
��
���, ��	
���
, 	� ��������� (
��.9). 

(� 
��.10 
���������� ����� ����	� ����� ���
�"���� � 	
��&-

���#�� � �!���. '
��� ����, ���������� ��&��"����# ������
������

�����#���� 	
���"���� ���
�&��, ����� ��� 
��	
������� �� � �����

	
��&���#��! ��
�, 
�&��
 ����
��� ������� ���#�� 
�&��
��

	��� (
��.11). 

4��.6 4��.7 

4��.8 4��.9 

4��.10 4��.11 
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%
����"���! ����� 	
������ ���"� ��� 	
�������� ��
�&
�-

������ ��	����! �����
����!, 
����&���� ��	��
��������� ��

��
�����#��! 	������� ��& ��������� ��������� 	
��&������� �

���#��� &��
��. 

.�"�� ���������#����� �������� ��&��"����# 	�����! (����-

�����!) 	��� � ���
�&��,  �� ����	� ����� (� ���� �� �� ���#�������

�
��������� �������) ��
���� ������������ 	�
������ �����
�����

� ����
����� �& ������ ��������� � �
���� (	�������� 	����� �����

����
����!, ��
�&������ �
����, 	
�������� ����
����! � �.�.). 

*�� �� �����, 	
����"����� ������� ���
�"���� ����� �	
���-

������ ����������#. -�� ������� � ���,  �� �� ����������� �����-


����� ��&��!������ �������� ���
�&��. .��� ��� ���
�&�� � ������

��� �� &������ �� 	��� ���� 	
������, ����
�, � ���� � �
��#, &�-

����� �� �
���� ���
�&��. . 
�&��#���� 	
� ���
�"���� ������������

�������� 	�
���� ��#�� 
������
�� 
��	
��������! ���
�&��!, 	����

����
��
������ �
����# ��� ��������, � ����� 
�&�� �� � ���
�-

"����! �������. ;�� 	
������ � �&������� ���� �� 	
������, �, 

����������#��, � �&������� �
���� 
��	
��������! 	� 	������ ��-

�
�&��. -��&�� ����� ���������#���� �������� ������ �� ����"����

	��� ����
����! 	
� ������#�� ���
�"�����, 	
� ����
� &� � ��

	��&� ���� � 
������ ����! �&��� ������ "��������� 	�
����
��, 


��� 	
������ ��"�� ��������# ����������� ���� ��. . ���&� ��

���&���� ������� ������# ������� ��������� ��
����
� ���
�&�� ��

	
����� ����
��
������ 	��� (����� ��). $ ���! ���#� 
������
��

�&��� �&��
�	�� ������ 	������, ��	
�"����-����
��
������� ��-

������� ����
� ��"�� ��# �	����� �
�������� $��� <�
���. '

������� �
������� ������� 	
�������	��# �
��� �� �������, ����-


� ���"� ��������������# 
���#�� �������� &��
�	�����. ,�& ��-

"���� �������� 
����"����!, 	
���� �����
��� ��
��
��� �	�
�-

��� 	������. 4��	���"�� �� ��� ������#��! ������ ����
����

���
����� � ����� �& ����� 	������, ��� �
����  x = 0  	��� ��: 

x 0
W 0

=
= ; 

2 2

x x 0 2 2

W W
M D 0

x y=

∂ ∂� �
= − + ν =� �∂ ∂� �

,                        (1) 

��� W(x, y)  – 	
���� 	������; x,�M  – �&�������! ������ ����#

��� �. 

0������ �� ��"�� &�	����# �
��� �� ������� ��� �����#��

�
�� �
����. 4������ �
����! &��� � � ������ ��� �� &���� ����� �

���,  ��� ��!�� ������� 	
����� �
������! 	���
������, ������-

���
�����  
�&
��������  �
�������  �  ��������  &��
�	�����,  �  



�������-��	�
����
 �����
� �90

458

������:  

2 2 q(x, y)
W(x, y) ;

D
∇ ∇ =                                             (2) 

2

� 2
� �

W
W 0

n

∂
= =

∂
,                                                 (3) 

��� q(x, y)  – &������� ���
�&�� �� 	�������; D – ������
� ����� "�-

������#; = – �
����� �������;  n – ��
���# � �
�����. 

$������� ������ (��#� [5], 
������ (2) 	
�������� � ���� ���!-

���� �
��������
� ������ 
��� 	� �������. *���� 	
����������� 	
�-

���� 	�&������ �� �� ���������
��# �
��� �� ��������. .������

���
�&�� 	
� ���� ���"� 	
�������� � ���� ���!���� �
��������
� �-

����� 
���.  

/���
�� ��� 
������
������! &��� � 	
����������  ����� ���-

 �� ���
�"����, ����� ��� 
������
�� 
��	
��������� 	� ���! 	����-

�� 	���: 

0q(x, y) q const= = ,                                            (4) 

� �������� ���
�&��, ���� ��� ����
�! &������ �� 	
������, ��&��-

������ � 	�������. *���� ���
�"���� 
����&�����, ��	
���
, � ���

��� ��, ����� 
������
������� ����
��
������ ���
�"����! ����!

	���, �
����# ����
�! 	����
"������� � �������� 	��������: 

0q(x, y) q w(x, y)= + γ ⋅ .                                           (5) 

����# 0q  – ���� ��� ���
�&�� � ������
��
������� ���������, ����-


�� �������� ���&�����! � 	
������ ����
��
������ � ������� �& ���-

��������� ���� 	��� � 
������
���� �������� ���; γ  – ����#�!

��� ���. 

. ���� �� �� (2) ��	
�"����-����
��
������� ��������� 	��-

���� 	�� ��!������ �������! ���
�&�� (5) ��"�� &�	����# � ����: 
2 2

0D W(x, y) q W(x, y)∇ ∇ = + γ ⋅

���

                                2 2 q(x, y)
W(x, y) W(x, y)

D D

γ
∇ ∇ − = .                    (6) 

4������ (6) ���"� ����� �����# � ���� ���!���� �
��������
�-

 ������ 
��� 	� �������, ���������
������ �
��� �� �������� (3). 

;�� ������
����� �����
������#��� �
�������  ����
���� 	�
���� �

 ����� 	
��&����� ����	�� ������ ��	�. -�� ���"�, ��� � �
����-

��� $��� <�
���, ����
"�� ����
���� ����! �	�
���
 ��	���� � 	�
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��
�� ������������� �
������� �&���� ������ 	������ �� �	
����

��������� � ��
������#�� ������������� 	������. 

(� ��������� �������� 	���"���!: 
N M

nm

n 1 m 1

n n
W(x, y) a sin x sin y

a b= =

π π� � � �= � � � �
� � � �

�� ,                           (7) 

��� a, b – 
�&��
 	������ ����# ���! � � �. 
N M

nm

n 1 m 1

n n
q(x, y) q sin x sin y ,

a b= =

π π� � � �= � � � �
� � � �

��                                (8) 

� ����������� nmq ���������, �������� 
�&��"���� ��
#�. 

'���������� � 
�&��"���� 	
������ nma � ����� ��� ��� ��-

��� �����#, 	�������� �
�"���� 	
������ (7) � ������� �
�������

(2) � (6). 4�&��#��� � ������! ������ � ����.1. 

*������ 1 

4������
��� ���
�&��

2 2 q(x, y)
W(x, y) ;

D
∇ ∇ =

$������� ���
�&��

2 2 q(x,y)
W(x,y) W(x, y)

D D

γ
∇ ∇ − =

4 4

4 2 2

2

4

W(x, y) W(x, y)
2

x x y

W(x, y) q(x, y)
.

Dy

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂
+ =

∂

4 4 2

4 2 2 4

W(x, y) W(x, y) W(x, y)
2

x x y y

q(x, y)
W(x, y) .

D D

∂ ∂ ∂� �
+ + −� �∂ ∂ ∂ ∂� �

γ
− =

.
�"���� ��� nma : 

2 2

nm4
nm

n m q
a ;

a b D

� 	� � � �π + =� � � �
 �
� � � �� 

22 2

nm4
nm

n m q
a ;

a b D D

� �� 	 γ� �� � � �π + − =� �� � � �
 �
� � � �� � �� �

������� 	
������: 

N M

nm

2 2
n 1 m 1 4

q
W(x, y)

n m
D

a b

n n
sin x sin y .

a b

= =

= ×
� 	� � � �π +� � � �
 �
� � � �� 

π π� � � �× � � � �
� � � �

��
N M

nm

22 2
n 1 m 1

4

q
W(x, y)

n m
D

a b D

n n
sin x sin y .

a b

= =

= ×
� �� 	 γ� �� � � �π + −� �� � � �
 �
� � � �� � �� �

π π� � � �× � � � �
� � � �

��

%
� 0q(x, y) q= 
������ 	
���������� � ����.2. 

2�� 	
���� ������ ��	��#&������ �
�"���� ��� 	
������ ����-

�� 	
��������# � ����� ����: 4 3
max 0w q a Eh= α , ��� α  − ��������-

���, &�������! �� ����������� ���
�� 	������: 
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( )2

6 2
2m 1 n 1

2 2

2

m n
sin sin

192 2 21  
a

mn m n
b

∞ ∞

= =

π π

α = − ν
π � �

+� �
� �

Σ Σ
. 

*������ 2 

4������
��� ���
�&�� $������� ���
�&��

'���������� 
�&��"����

0
nm 22 2

6

16q
a

n m
D mn

a b

=
� 	� � � �π +� � � �
 �
� � � �� 

. 0
nm 22 2

6

16q
a

n m
D mn

a b D

=
� �� 	 γ� �� � � �π + −� �� � � �
 �
� � � �� � �� �

. 

������� 	
������

N M
0

6 22 2
n 1m 1

n m
sin x sin y

16q a b
W(x,y)

D n m
mn

a b

= =

π π� � � �
� � � �
� � � �=

π � 	� � � �+� � � �
 �
� � � �� 

�� .
N M

0

6 22 2
n 1m 1

n m
sin x sin y

16q a b
W(x,y)

D n m
mn

a b D

= =

π π� � � �
� � � �
� � � �=

π � �� 	 γ� �� � � �+ −� �� � � �
 �
� � � �� � �� �

�� . 

��������#�! 	
���� ����� � ����
� 	�������� (	
� x=a/2, y=b/2), 3 2D Eh 12(1 )= − ν , 

&���# ) – �����# ����
����! 1-�� 
���; > – ����������� %�������; h – ������� 	��-
����: 

( )0 2
max 6 3

N M

22 2
n 1 m 1

192q
W 1

Eh

n m
sin sin

2 2

n m
mn

a b

= =

= − ν ×
π

π π� � � �
� � � �
� � � �×
� 	� � � �+� � � �
 �
� � � �� 

��

( )

( )

0 2
max 6 3

N M

22 2 2
n 1 m 1

3

192q
W 1

Eh

n m
sin sin

2 2

1n m
mn

a b Eh

= =

= − ν ×
π

π π� � � �
� � � �
� � � �×

� �γ − ν� 	� �� � � �+ −� �� � � �
 �
� � � �� � �� �

��

2�� �������! ���
�&�� * *kα = ⋅ α , ��� *k  – ����������� 	
�-

������� �������! ���
�&�� � 
������
�� 
��	
��������!: 

( )

N M

22
n 1 m 1

2 2

*

N M

22 4 2
n 1 m 1

2 2

3

n m
sin sin

2 2

a
mn n m

b
k

n m
sin sin

2 2

a 1a
mn n m

b Eh

= =

= =

π π� � � �
� � � �
� � � �

� 	� �+ � �
 �
� �� =

π π� � � �
� � � �
� � � �

� �γ − ν� 	� �� �+ −� �� �
 �
� �� � �� �

��

��

.            (9) 

%
��������  ������� ������������ 	���&����,  �� 	
� &�-

�
�"���� "���&�������� "������ 	��� ���&���� ��� �	������, 
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����
! 	
������ � ��&���������� �������! ���
�&��, ��	
�"����-

����
��
������� ��������� � ���#������� ��� ��� �� ������� ���#-

�� ���� ����� �� 	���, ���
�"����! 
������
�� 
��	
��������!

���
�&��! (	
� ���#��� 	
������ � ���
�&��� 
�&���� ��"�� �����-

���# 3-5%). *�� �� �����, ��"�� �������# ������� �����
, ����
�

������ �� 
�&���� � 	
������ � ��&�������� � 	���� ��	
�"�����: 

������� 	���, ������� �	�
����, �
����# ���
�"����, ����� 	
���-

��, ����������� ���
�� ��� 	
�������#��! 	���. . ������
� ���-

 ���, ��	
���
, ��� �	�
��! ��
��
�� 	� �
��� 	���, ��"�� �����-

�� ���� �	
������# ������#, � ����
�! ��	������ �� � �����# ���-

����! ��
����
 ���
�"����. . ����.3-12 	
������ ���������� (�

	
�������) ��"�� 	
������� 	���, ���
�"���� 
������
�� 
��	
�-

�������! ���
�&��! � �������!. . 
�� ���� ��
#�
����� ������� 	��-

� h (10-30 ��) � �
����# ���
�"���� q/q0 (�� 0 �� 2), ��� q0 – �����-

����! ��� �����
�����. 

(� 
��.12-21 	���&�� &��, � ����
� ���������� � �����#

�������!  ��
����
 ���
�"���� (������  ���# ����
���) � ��"��


������
����# ��� ��� 
������
�� 
��	
��������� (�������  ���# ���-

�
���). %
��������  &����������  	��� ��  ���  ����
����  	���

"���&�������� 	�
��
��! � ���� ���! 	
�����  l = 3÷12 �. 

0����& 	��� ���� ����� 	�&������ ������# ������� ��"����

�& ���	�
� ������� �����
�� �� ��	
�"����-����
��
�������

��������� 	���. ;�� ���� ��&��"����# ���&��# ���� ��� ������� 
��-

����
�� 
��	
��������! ���
�&�� � 
������
��! ���
�&�� ��������-

����
*
0 1 2 3 4 0q k k k k q= ,        (10) 

��� *
0q  – ������� 
������
�� 
��	
��������� ���
�&��, �������������


�� ����! 
������
��! ���
�&��; 0q  – 
�� ����� 
������
��� ���
�&-

��; k1 – ��&��! �����������, ����
! &������ �� ������� �	�
����

"���&��������! 	���. 2�� ��
��
���	�
��! 	��� k1=0,978, ���

"�����&���������! 	� ���� ���
���� ������������� �����������

k1=0,989. )��� 	���� �	�
����� ��  ��
� ������ 	� �� �����,  ��

������������� 
�� ����! ����� ��&���� ���� 	�
��
��� k1=0,986; k2 – 

�����������, ����
! � ������ �
����# 
�� ����! ���
�&��, � �-

��
����� �������� �
�����, 	
���������� �� 
��.22. ����# 0 pq / q  – 

��������� 
�� ����! ���
�&�� � ����#���� ���� 	���; k3 – ������-

�����,    � �������!    �����������    ���� 	
�����   l   �   �����-

�   	���    h,    �    ���
�����    ��������    �
�����, 	
����������

�� 
��.23; k4 – �����������, ����
! � ������ ��
�� 	��� � ���- 
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*������ 3 (	
���� 3 �)                             *������ 4 (	
���� 4 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q�

30 25 20 15 10 

0 0,011 0,017 0,025 0,037 0,056

0,5 0,020 0,030 0,045 0,067 0, 100

1 0,036 0,053 0,080 0,120 0,180

1,5 0,064 0,096 0,144 0,217 0,325

2 0,115 0,173 0,260 0,390 0,585

*������ 5 (	
���� 5 �)                             *������ 6 (	
���� 6 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����

q0 /q�
30 25 20 15 10 

0 0,016 0,024 0,036 0,054 0,081

0,5 0,029 0,043 0,065 0,097 0,146

1 0,052 0,078 0,117 0,175 0,262

1,5 0,093 0,140 0,2104 0,315 0,472

2 0,168 0,252 0,378 0,567 0,850

*������ 7 (	
���� 7 �)                             *������ 8 (	
���� 8 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q�

30 25 20 15 10 

0 0,025 0,038 0,056 0,084 0,127

0,5 0,045 0,068 0,101 0,152 0,228

1 0,081 0,122 0,182 0,273 0,410

1,5 0,146 0,219 0,328 0,492 0,738

2 0,262 0,394 0,590 0,886 1,329

*������ 9 (	
���� 9 �)                             *������ 10 (	
���� 10 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q�
30 25 20 15 10 

0 0,040 0,060 0,090 0,135 0,203

0,5 0,072 0,108 0,162 0,243 0,365

1 0,130 0,194 0,292 0,437 0,656

1,5 0,233 0,350 0,525 0,787 1,181

2 0,420 0,630 0,945 1,417 2,126

*������ 11 (	
���� 11 �)                             *������ 12 (	
���� 12 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q�
30 25 20 15 10 

0 0,080 0,120 0,180 0,270 0,405

0,5 0,144 0,216 0,324 0,486 0,729

1 0,259 0,389 0,583 0,875 1,312

1,5 0,467 0,700 1,050 1,575 2,362

2 0,840 1,260 1,890 2,834 4,252

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����

q0 /q�
30 25 20 15 10 

0 0,010 0,015 0,023 0,034 0,051

0,5 0,018 0,027 0,041 0,061 0,091

1 0,032 0,049 0,073 0,109 0,164

1,5 0,058 0,087 0,131 0,197 0,295

2 0,105 0,157 0,236 0,354 0,531

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q�

30 25 20 15 10 

0 0,013 0,020 0,029 0,044 0,066

0,5 0,023 0,035 0,053 0,079 0,118

1 0,042 0,063 0,095 0,142 0,213

1,5 0,076 0,114 0,171 0,256 0,384

2 0,136 0,205 0,307 0,614 0,691

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q�
30 25 20 15 10 

0 0,020 0,030 0,045 0,068 0,101

0,5 0,036 0,054 0,081 0,122 0,182

1 0,065 0,097 0,146 0,219 0,328

1,5 0,117 0,175 0,262 0,394 0,590

2 0,210 0,315 0,472 0,709 1,063

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q�

30 25 20 15 10 

0 0,030 0,045 0,068 0,101 0,152

0,5 0,054 0,081 0,122 0,182 0,273

1 0,097 0,146 0,219 0,328 0,492

1,5 0,175 0,262 0,394 0,590 0,886

2 0,315 0,472 0,709 1,063 1,594

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q�

30 25 20 15 10 

0 0,060 0,090 0,135 0,203 0,304

0,5 0,108 0,162 0,243 0,365 0,547

1 0,194 0,292 0,437 0,656 0,984

1,5 0,350 0,525 0,787 1,181 1,771

2 0,630 0,945 1,417 2,126 3,189
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����� �������� 
��.24. ����# a / b  – 

��������� ���#��! ���
�� � ���#-

��! � 	
�������#��! 	����. 

%��� ���� 
�&��#��� �����

��# 
��	
���
���� � �� �
���� ���-

���, �  ��������, ����� ��. /����� �&

����� 
������
�� 	
�����
� ��
��
�-

����� 
�&
������� �
������! � 
�-

����� ��� ������
����� � ���������

���
�"���! 	������ �����
�������. 

4��.13 – ����, � ����
�!  
���������� � �����#  

�������! ��
����
  

���
�"����  
	
� l=4 �

4��.14 – ����, � ����
�!  
���������� � �����#  

�������! ��
����
  

���
�"���� 	
� l=5 �

4��.15 – ����, � ����
�!

���������� � �����#
�������! ��
����


���
�"���� 	
� l=6 �

4��.16 – ����, � ����
�!

���������� � �����#

�������! ��
����
  
���
�"���� 	
� l=7 �

4��.17 – ����, � ����
�!  

���������� � �����#  

�������! ��
����

���
�"���� 	
� l=8 �

4��.18 – ����, � ����
�!  

���������� � �����#  

�������! ��
����

���
�"���� 	
� l=9 �

4��.12 – ����, � ����
�! ����������

� �����# �������! ��
����
  
���
�"���� 	
� l=3 �
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4��.19 – ����, � ����
�!

���������� � �����#
�������! ��
����
  

���
�"���� 	
� l=10 �

4��.20 – ����, � ����
�!

���������� � �����#

�������! ��
����
 ���
�-
"���� 	
� l=11 �

4��.21 – ����, � ����
�!  
���������� � �����#  

�������! ��
����
  

���
�"���� 	
� l=12 �

4��.22 – '����������, � �������!

�
����# ���
�&��
4��.23 – '����������, � �������!  

����������� ���� 	
����� � ������

4��.24 – '����������, � �������!

��
�� 	���
4��.25 – %������ ����� ��

'�� 	���&��� � [6], ������� �
������! ���
�� ����� �� ���#����

	
����� ����� ���: 
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5

i
i 1

5

5 i
i 1

L q( ) 0;

L 0,

=

+
=

�
+ αβ =�

�

�
=�

�

�

�
                                               (11)

���

( )

2 3
2 2

1

2 3
11 2 2

2

2 2 2 2
1 1 1

2 2 22 3

3 2 2 2
1 1

2 2 2

f h
L E( ) W

3(4f 1)

E2f h E( )
L W W

3(4f 1)

W E( ) 1 2f E( ) 4f 1 E( ) W
( )

2f ff h
L

3(4f 1) W E( 1 2f E( )

2f

= αβ ∇ ∇
−

∂ α β∂ α β ∂ ∂� 	
= ⋅ ∇ + ∇
 �− ∂α ∂α ∂β ∂β� 

∂ ∂ α β − ∂ α β − ∂ α β ∂� 	
+ + ⋅ +
 ∂α∂β ∂α∂β∂α ∂α ∂β


=
− 
 ∂ ∂ α β − ∂ α β� �

+
 � �∂β ∂β ∂α� � � 

�
�
�
�

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2

4 2 2

2 2 2 2 2 2

5 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1

2 2

6 3 2 2 2
1 1

2 2

L k k

W W W
L 2

E E E1 2f 1

2f f2 1
L

h E E 1 2f

2f

α β

∂ ϕ ∂ ϕ� �
= − +� �∂ϕ ∂ϕ� �

∂ ϕ ∂ ∂ ∂ ϕ ∂ ∂ ϕ
= ⋅ − ⋅ − ⋅

∂α∂β ∂α∂β ∂α ∂β ∂β ∂α

∂ α β ∂ α β ∂ α β∂ ϕ − ∂ ϕ ∂ ϕ� �� 	 � 	 � 	
− ⋅ +� �
 � 
 � 
 �∂α ∂α ∂β ∂α∂β∂α ∂β�  �  � � �

= ⋅
α β ∂ α β ∂ ϕ − ∂ ϕ�� 	

+ − ⋅�
 �∂β ∂β ∂α�  �

( )

( ) ( )

( )

2 22 2 2
1 1

2 2 2

7 2 2 2 2
1 1

2 2 2

E E1 2f 1

2f f1 1
L

h E E 1 2f

2f

� �
� �
� �
� �

�� �
�� �� � �

∂ α β ∂ α β∂ ϕ − ∂ ϕ ∂ ϕ� �� �
− ⋅ + ⋅ ⋅� �� �∂α∂β ∂α∂β∂α ∂α ∂β� � � �

= ⋅ � �
α β ∂ α β ∂ ϕ − ∂ ϕ� �� �+ − ⋅� �� �∂β ∂β ∂α� � � �

( )

( ) ( )

( )

1 12 2
8 2

1

2 2
9

1

22 2 2 2 2

10 2 2 2 2

E E2 1
L

h E

1 1
L

h E

W W W W W
L k k ,α β

∂ α β ∂ α β∂ ∂� 	
= − ⋅ ⋅ ⋅ ∇ ϕ + ⋅ ∇ ϕ
 �∂α ∂α ∂β ∂βα β � 

= ⋅ ∇ ∇ ϕ
α β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �
= − + + + ⋅� �∂α∂β ∂β ∂α ∂α ∂β� �

( )1W α β  – 	
����; ( )1ϕ α β  – ������� ��	
�"���!; h  – ������� ���-

�� ��; f – �	
���� 	���������, ���&������ ������ ����
����� 1-��  
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� 2-�� 
���, � ��� �� �	
����� �&��
�	���� ����
( )

1
f

2 1
=

+ υ
; υ  – ��-

��������� %�������; 1k kα β – �
���&� ����� �� � ��	
������� ���!

"""" βα ��������������; 1α β – ���
����� �
��
�������#��! �����-

�, 

( ) 2 2
1 1 2 3 4 5 6E E E E E E Eα β = + α + β + αβ + α + β  .              (12) 

����# ( )LE 1 L 6≤ ≥ – 	��������, �	
�������� �& �������

�������� ����
��� �� ���������! &�� ���! ������! ����
����!, 

	��� ���� � �����#�� �� ��� �������, �� � ������� 	� (12). 

4������ ������ (11) 
�&��������� 	
����"���� ������� ,��-

����-=���
���� � ����: 

                                 
11 1

11 1

W P U ,

D ,

=

ϕ = υ
                                          (13) 

���  11P � 11D  – ���&������ 	��������;  1 1U V sin sin
a b

πα πβ
= =  – 

��&���� �������; a,b – 
�&��
 ����� �� � 	���� (
��.3). 

.��
 ��&���� ������! 	
��&������� �& ������� �����
����

��
��
���� �	�
���� �����
�����. 

(�	
�"���� �� ��������� (13) �	
��������� 	� ��
�����: 

                           

1

2

2

2

2

2

1
,

h

1
,

h

1
.

h

α

β

α β

∂ ϕ
σ = ⋅

∂β

∂ ϕ
σ = ⋅

∂α

∂ ϕ
τ = − ⋅

∂α∂β

                                    (14) 

. 
�&��#���� 	
�������� 	
�����
 ,������-=���
���� � (11) �

� ���� (13) �����  

( )
( )

( )

( )

( )
( )

2 26 6 4

3 4 52 2 4 2

2 4

2

2 2 2 22 2 2
1 21 2

2 1f 1 2
q 1

48 4f 1 16

x x x x

2 12 1

∗

α β α β

+ γ� 	π π� �
= + Ω + Ω − Ω ξ + ×
 �� �− γ π γ π� �� 

+ π +
× ξ − ξ +

γ Ω + π + γ Ωγ Ω + π + γ Ω
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( )

4
3

2 2 2
1 2

32 1
,

9 2 1

π
+ ⋅ ξ

γ Ω + π + γ Ω
                         (15) 

��� *q  – ��&
�&��
�! 	�
����
 ���
�&��; ξ – ��&
�&��
�! 	�
����


	
�����; 

22 k bk a
X ,X

h h

βα
α β= =  – ��&
�&��
�� 	�
����
 �
���&-

�; 
a

b
γ =  – ����������� ���
�� ����� ��;  

( )[ ]k LE 1 k 5 :1 L 6Ω ≤ ≥ ≤ ≤  – ������� �  ������ ��� ��

( )1E E constα β = = ; 1 2 3 4 50; 1; 1; 0; 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = , 

	��� ��� �&������� 
������ [6]. 

(� 	�
��� ���� ���
���! ��� �	
�������� &���������� «���
�&-

��-	
����» 	�������: 

1 0E E=   �  LE 0=    (2 ?  L ?  6),                                 (16) 

���   E0  – �� ��#�! �����# ����
����! ����
���� ����� ��. 

/& �
�������
dq

0
d

∗
=

ξ
�	
������� ��
���� � ��"��� �
��� �-

���� &�� ���� 	�
����
� 	
�����

( ) ( )
( )

( )

2 22 2
2

1,2 3 4 52 2 4 2

22 2 2
1 2

2 13 1 2 f 1 2
x x 3 x x 1

32 32 4f 1 x

2 1 .

α β α β

+γ� 	π � �
ξ = + ± + − + Ω + Ω − Ω ×
 �� �− γ γ π� �� 

� 	× γ Ω +π +γ Ω� 

 (17) 

-���� ��, ��� ����
� 	
� 
�� ���� 	�� 
�������� � (17) 	���-

 ����� ��
������#��� �
�"����, ������� ������� � 	�������� ���

��	�
������ 	������ (
��.26). 0������ �� 
������� � ����� ��

��
������#��! ��������! �
���&�. %
� 
�������� ���� 	����
����-

�� �
�"���� � (17), ����� ��� �! �����
����!, ���������� �
��� -

��� ��"�� 	��������� � ����� ����, � 	
� 	���"����#��! �	
���-

�������� 
������� – ��� �! 	������ ����� ��. %���� ����"����� ��&-


�&��
���� 	�
����
�  	
����� �	
��������� 	�������� P11 � D11 �

(13). 2���� 	� ��
����� ���
�� 	����� ����� �	
������� ��������-

����# ��	
�"���! � ����
����! ��� 	�����! &��� �: 

2 2 2
i

2 2 2
i

3 ;

2 1
,

3 4

α α β β αβ

α α β β αβ

σ = σ − σ σ + σ + τ

ε = ε + ε ε + ε + γ
                                 (18) 



�������-��	�
����
 �����
� �90

468

���  iσ  – ������������# ��	
�"���!;  ε i – ������������# ����
��-

��!; , ,
α β σβ

σ σ τ – ��
���#�� � �������#�� ��	
�"����; , ,
α β αβ

ε ε γ  – 

����� ����
����� � ����
����� ������.  

%
� ���� �����# ����
����! �	
��������� 	� ��
����  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

j
i

j
j i

n j

i

j j
n 1 i

E
3f 1

1
3fE

∗

∗
−

σ

ε
=

− σ
+

ε

,                              (18�) 

��� ( )j
nE∗

 – ���� ��� ������ ����
����! � �� �� j �� @-� ���� ���
�-

��!. 

4��.26 – .�&��"�� ��� &���������� «���
�&�� - 	
����», 

	��� ���� 	
� 
�� ���� ��� �	
���� ����� �� ���#���� 	
����� [6] 

%��� �� ���� �� ������! ����
����! � 
�&�� �� �� ��� ��-

�����, ��
����� �		
������
����! 	������ (� ����� ����
��� ��

	
����"���!) � ���� 	������ �
������� 	���
������ ���
��� 	�
��-

��. ;�� 	
�����
� 	
������ � ������������� 
������ �� ��"��� ����

���
���! ���
� ���� �
�������  

S E K,× =                                        (19) 

���    S – ����
����� ���
��� 6-�� 	�
���� (���
��� ���
�����) 
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m m m m m
2 2

j j j j
1 1 1 1 1

m m m m
2 2 2 3 2

j j j j j j j j j
1 1 1 1

m m m m m m
2 2 2 3

j j j j j j j j j
1 1 1 1 1 1

m m m m m m
2 2 2 2 3 3

j j j j j j j j j j j j
1 1 1 1 1 1

m m m m m m
2 3 2 3 4 2 2
j j j j j j j j j

1 1 1 1 1 1

m j j

S

α β α β α β

α α α β α β α α β

β α β β α β α β β

=

α β α β α β α β α β α β

α α α β α β α α β

� � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �
m m m m m m

2 2 3 3 2 2 4
j j j j j j j j j

1 1 1 1 1 1

β α β β α β α β β� � � � � �

; 

1

2

3

4

5

5

E

E

E
E

E

E

E

=
 – ���
���-

������� ���&������; 
m

j
i

m

j j
i

m

j j
i

m

j j j
i

m
2

j j
i

m
2

j j
i

E

E

E

K

E

E

E

α

β

=

α β

α

β

�

�

�

�

�

�

 – ���
���-������� 	
���  ����! �
������� (19).                

����# m –  ���� �� ��. 

/��
������! 	
����� 	
����"����� �� ��� 	�
, 	��� �� �����

�	������ ��
��������

n 1 nE ( , )d E ( , )d−

Ω Ω

α β Ω − α β Ω ≤ δ� � ,                      (20) 

δ − �&������� 	���������. 

. ��� �� &��� � �� ������ ��	
�"���� ����
��
�������� ��-

������� ����� �� �
�"���� (15) 	
���
�&�������� � ���� ������

�
�������, ����
��  &���� 
�������  �� �� � ��	��#&������� ��
���  
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'�
���� � ��	�
����-�
��������
� ����� 	����������. 

4������
�� ����� ����
��
������ ������ ����� �� ������! ��-

������! �
���&� (� ����� ��� ��), ���
�"���� ����!. . ���
�"��-

��� ��������� �� ����� �� �
��� ������������ ���� ����� ��!����-

���# �������� ���. 2�� ������
��
������! ����� �� �������� ���

����� �����#�� �������� �� � �
�����. '
��� ����, 	������� ��	����-

���#��� ��������, ���&����� � 	�
��������� �� �� �� 	���
������

����� ��, �� ���#, ��� � 	
� �&���� 	������ 	
������� �������! ��-


����
 ���
�"����. 4������
�� ���� ��� � �	���� � ��� ��	����-

���#�� �������� ��� 	
�������#�� � 	���� ����� �� (� 
�&��
���

a 	� ��� A � b 	� ��� B, 	
���� �� ��� ������#��! ������ ���
�����

� ���� ��������� ����� ��) � � ����,  �� ���� 	������#� �� 	��
��-

��. 

2������� "������� ��	
������ 	� ��
���� � 	���
������ ����. 

.��� ��� ���, � � ���� ���&�����! 	��������, ����� &������# �� �-

��� ������ ��� � ��"��! �� ��. �� �� ��� ��� ��� 	
���� �����-

���#�! �
����# ��� (H), �.�. ��� ��"��� �� �� ��
�"��! 	���
���-

���, �� �����#�� � ������ ���
�"����! 	���
������ �� ����� ���#-

��:  

H(Z) = ( – z,                                            (21) 

���  z – ���
������, 	�
	��������
��� ���������.  

2���� 
������
�� ���� ��� ��	�������#���� ��������, �&���-

���� 	�
��������� �� �� �� 	���
������ ����� ��. 4������ &��� �

�&���� ������ ����� �� ���� �����
 	�
�������! �� �� �
������!

	���
������ � �
�������!��! ������� ���
�����: U(U,V, W) , ��� U �

V – ���	����� 	�
�������! �� �� � ������� ����� �� � ��	
����-

��� A � B ��������������; W – 	� ��
���� � 	���
������ ����� ��

(��	
������� z). .����
 	�
�������! � ������#��! ������� ���
��-

���: zU(U , U , U )α β . 1
����# �������� ��� ����� �����#�� �� ����-

 ���, 	
�	�
������#��� 	�
�������� �� �� � ��
�����#��� ��	
��-

����� Uz. $��&# ��"�� ���	�������� �����
� 	�
�������! � �����#-

��! (�
�������!��!) � ������#��! �������� ���
����� ��"�� 	���-

 ��#, ��	��#&�� 	
���
�&������: 

[ ]z(U , U , U ) J (U,V, W)α β = ⋅ , 

���  [J] – ���
��� 	���
���, ����������� ����
�! 
��� ���������

��"�� ����� �����#��! � ������#��! ������ ���
�����, �����: 

zU U cos(k Z) V cos(k Z) W cos(n Z)α β= ∧ + ∧ + ∧ ,            (22) 

���   kα , kβ – �������#��  � ����� ��  �  ��	
�������  A  �  B �������- 
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�������;   n – ��
���# � 	���
������. 

C � ���� ������&������ �������� ��� � 	
��&���#��! �� ��

����
��
����! ����� �� �����: 

( ). zp H Z U= γ − + .                                 (23) 

2�� ����� ��, � ���� �� �� 	������, ���#&� ������� ���� �	
���-

���# ������#, � ����
�! ��	������ �� � �����# �������! ��
����


���
�"����. . ���� ��� �� ���#��  ������� �	
��������� ��������-

��� 	
�������� ��
������
�� 
��	
��������! �������! ���
�&�� �


������
�� 
��	
��������!: 
* *
0 0q k q= .                                      (24) 

4������
�� ����
��
������ ����
����! � 	���� ����� ��

(a=b=l) ������! ��������! �
���&� (
��.27). 4��	
��������� ���
�&��

( ) ' ''
0 0q , q q 1 sin

b

πβ� � � �α β = + −� � � �
� � � �

, ��� '
0q  – ���&����������  ���# ��-

�
�&��, ''
0q  – �������� ���, �&������� ����
��� ����������� ��
��!

	���
������, � ������ ' ''
0 0 0q q q= +  (21). . ����.13-17 ��� ��������-

��� 	
�������� ��������! ���
�&�� *k  (24) � 
������
�� 
��	
���-

�����!. . 
�� ���� ��
#�
����� ������� ����� �� h (10-30 ��), �
�-

���# ���
�"���� � ��"��! �� �� q0 /q� (�� 0,5 �� 2), ��� q� – ��������-

�! ��� �����
�����, ����� 	��:��� 	
����� f = 0,076·l. 

*������ 13 (	
���� 8 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,698 0,697 0,696 0,694 0,691

1 0,697 0,695 0,693 0,689 0,684

1,5 0,694 0,691 0,687 0,680 0,670

2 0,690 0,684 0,676 0,665 0,647

*������ 14 (	
���� 9 �)            *������ 15 (	
���� 10 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,696 0,695 0,692 0,688 0,682

1 0,694 0,690 0,685 0,678 0,667

1,5 0,688 0,683 0,674 0,661 0,641

2 0,679 0,669 0,653 0,629 0,594

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,697 0,696 0,694 0,691 0,686

1 0,695 0,693 0,689 0,684 0,675

1,5 0,691 0,687 0,680 0,670 0,656

2 0,684 0,676 0,665 0,647 0,620

4��.27 
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*������ 16 (	
���� 11 �)                             *������ 17 (	
���� 12 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,695 0,692 0,688 0,682 0,673

1 0,690 0,685 0,678 0,667 0,651

1,5 0,683 0,674 0,661 0,641 0,611

2 0,669 0,653 0,629 0,594 0,541

4������
�� ����� ����
��
������ ����
����! � 	���� ����� ��

(a=b=l) ������! ��������! �
���&� ����	�� ������ ��	�, 
��	
�����-

��� ���
�&�� ��& � ��� ����
��
������ �� ����
�� (
��.28): 

( ) ' ''
0 0q , q q 1 sin 1 sin

a b

πα πβ� � � �� � � �α β = + − −� � � �� � � �
� � � �� � � �

, ��� '
0q  – ���&�����-

�����  ���# ���
�&��; ''
0q  – �������� ���, �&������� ����
��� ���-

�������� ��
��! 	���
������ (21). . 
�� ���� ��
#�
����� �������

����� �� h (10-30 ��), �
����# ���
�"���� q0 /q� (�� 0,5 �� 2), ��� q� –

���������! ��� �����
�����, ����� 	��:��� f = 0,123·l. . ����.18-22 

��� ����������� 	
�������� *k  (24) 
������
�� 
��	
��������!

���
�&��! � &������!. 

*������ 18 (	
���� 8 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,618 0,617 0,616 0,614 0,611

1 0,617 0,615 0,613 0,609 0,604

1.5 0,614 0,611 0,607 0,600 0,590

2 0,610 0,604 0,596 0,585 0,567

*������ 19 (	
���� 9 �)            *������ 20 (	
���� 10 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,617 0,616 0,614 0,611 0,607

1 0,615 0,613 0,610 0,605 0,597

1,5 0,612 0,608 0,602 0,592 0,579

2 0,605 0,598 0,587 0,570 0,546

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,696 0,693 0,690 0,685 0,677

1 0,692 0,688 0,682 0,673 0,659

1,5 0,685 0,678 0,667 0,651 0,626

2 0,674 0,661 0,641 0,611 0,567

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,618 0,617 0,615 0,613 0,609

1 0,616 0,614 0,611 0,607 0,600

1.5 0,613 0,610 0,604 0,596 0,585

2 0,607 0,601 0,592 0,577 0,556

4��.28
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*������ 21 (	
���� 11 �)            *������ 22 (	
���� 12 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,617 0,615 0,613 0,609 0,604

1 0,614 0,611 0,607 0,600 0,590

1,5 0,610 0,604 0,596 0,585 0,567

2 0,601 0,592 0,577 0,556 0,524

4������
�� ����
��
������ ����
����! � 	���� ����� ��

(a=b=l) ������! ��������! �
���&� 	�
����� ������ ��	�, 
��	
���-

����� ���
�&�� ��& � ��� ����
��
������ (
��.29): 

( )
2 2''

0'
0 2 2

16q a b
q , q

2 2a b

� � � �α β = + α − β −� � � �
� � � �

, ��� '
0q  – ���&����������  ���#

���
�&��; ''
0q  – �������� ���, �&������� ����
��� ����������� ��
-

��! 	���
������ (21). . ����.23-27 ��� ����������� 	
��������
*k  (24) 
������
�� 
��	
��������! ���
�&��! � &������!. . 
�� ����

��
#�
����� ������� ����� �� h (10-30 ��), �
����# ���
�"���� q0 /q�

(�� 0,5 �� 2), ��� q� – ���������! ��� �����
�����, ����� 	��:���

f=0,106·l. 

*������ 23 (	
���� 8 �)

1
����#  

���
�"����

*������ ����� ��, ��

 30 25 20 15 10 

0,5 0,668 0,667 0,666 0,664 0,661

1 0,667 0,665 0,663 0,659 0,654

1,5 0,664 0,661 0,657 0,650 0,640

2 0,660 0,654 0,646 0,635 0,617

*������ 24 (	
���� 9 �)            *������ 25 (	
���� 10 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,667 0,666 0,664 0,661 0,657

1 0,665 0,663 0,660 0,655 0,647

1,5 0,662 0,658 0,652 0,642 0,629

2 0,655 0,648 0,637 0,620 0,596

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,617 0,616 0,614 0,610 0,605

1 0,615 0,612 0,608 0,603 0,594

1.5 0,611 0,606 0,599 0,589 0,573

2 0,603 0,595 0,582 0,563 0,535

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,668 0,667 0,665 0,663 0,659

1 0,666 0,664 0,661 0,657 0,650

1,5 0,663 0,660 0,654 0,646 0,635

2 0,657 0,651 0,642 0,627 0,606

4��.29
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*������ 26 (	
���� 11 �)            *������ 27 (	
���� 12 �) 

*������ ����� ��, ��1
����#  
���
�"����

q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,667 0,665 0,663 0,659 0,654

1 0,664 0,661 0,657 0,650 0,640

1,5 0,660 0,654 0,646 0,635 0,617

2 0,651 0,642 0,627 0,606 0,574

-	�����! ����� � ������	����� � ����
������ ������ �� ��-

��� ���
�"���� ���
���� ��
���� ��&��"����� ����
���� ���
�-

����� 	�������� 0$(/ � ��
�����#��� 	
������. 

1. %
���
7! ��� ����
��� ��	
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..(.4120'-., ����. ����. ����, =.0.�-�-25)('-, �-
 ����. ����, 

2...0,40'/*-.
�	
�����	� �	����	���	� 	�	����� ��
������� �������	

��������� ����
 ��	������� ����	����������  

(��������) ������ �	� ����������� �����

(� ������ ��������� ��&��� 	
������ �	
� ����� ��"����� ������ 	
� �������
�"����, ������� �� ��
��� �&� ������ ���	�
�������#�� &� 	�������� 80 ���, 	
����-

������ ��&� ����� �����# � �������� ���� ���������� �	
�������� ������������ �	-


� ����� bϕ �����
���������� ������ 	
� ������ ������� �"���� � 
����� 
�&
���-

�����! ..(.4������� ���
�� ����#"���� ���
�	���
�&������! �
�� ��� 	
������

����� ������ ���
�"����. 

(� �����7 �&����#����� �7&��� 	
����� &�7������ ��"���� ������ 	
� �7�������
������, �����# ���
� ��� ����� ���	�
�������#�� &� ������7 80 
��7�, 	
�	���E�#��

�7&� �� �����# 7 �������� �7�#�7�����  ��&�� ���� ����7�7E��� &�7������  bϕ �����
��- 

*������ ����� ��, ��1
����#  

���
�"����
q0 /q� 30 25 20 15 10 

0,5 0,667 0,666 0,664 0,660 0,655

1 0,665 0,662 0,658 0,653 0,644

1,5 0,661 0,656 0,649 0,639 0,623

2 0,653 0,645 0,632 0,613 0,585


